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ISOMORFISMA DARI (2) / kerSU   KE (3)SO  
 




Suatu grup dapat dibentuk dari himpunansemua matriks spesial ortogonalterhadap operasi perkalian 
matriks biasa yang disebutGrup Spesial Ortogonal,  dinotasikan dengan SO(3). Sementara itu,suatu grup 
dapat pula dibentuk dari himpunan semua matriks spesial uniterterhadap operasi perkalian matriks 
biasayang disebut Grup Spesial Uniter, dinotasikan dengan SU(2). Terdapat homomorfisma φyang 
memetakan setiap elemen di SU(2) ke elemen di SO(3), dengan kernel dari φ adalah ker φ={I,-I}.Himpunan 
ker φ merupakan subgrup normal dari SU(2), sehingga dapat dibentuk grup faktor dari SU(2) oleh ker φ 
yang dinotasikan dengan SU(2)/ker φ. Dengan menggunakan Teorema Fundamental Homomorfisma, dapat 
ditunjukkan bahwa terdapat isomorfisma dari SU(2)/ker φ  ke SO(3). 
 
Kata Kunci :Grup Spesial Ortogonal, Grup Spesial Uniter, Isomorfisma. 
 
PENDAHULUAN  
Teori Grup merupakan salah satu teori dalamilmu matematika yang dapat diaplikasikan pada ilmu 
fisika. Teori grupdapat membantu dalam menjelaskan teori rotasi elektron suatu atom.Elektron 
berotasi terhadap inti atom menyebabkan terjadinya momentum sudut [1].Selain melakukan rotasi 
terhadap inti atom, elektron juga berotasi terhadap orbit rotasinya, yang menyebabkan munculnya 
momentum spin [2]. Pada ruang vektor berdimensi tiga atas bilangan real (  ), sebarang rotasi dapat 
direpresentasikan dengan matriks R  berukuran 3 3 . Matriks rotasi R mengawetkan operasi hasil kali 
dalam di   [3]. Sehingga matriks R  merupakan matriks ortogonal. Matriks orthogonal memiliki nilai 
determinan1 atau (-1). Jika det( ) 1R  , maka R  disebut matriks spesial ortogonal. Sementara itu, pada 
ruang vektor berdimensi dua atas bilangan kompleks     , jika terdapat sebarang matriks U  
berukuran 2 2  sedemikian sehingga berlaku , ,U U z w z w untuk sebarang        , maka U  
disebut matriks uniter [4]. Jika det(U) = 1, maka U  disebut matriks spesial uniter.  
Suatu grup dapat dibentuk dari himpunan semua matriks spesial ortogonal berukuran 3 3 yang 
dilengkapi dengan operasi perkalian matriks biasa yang disebut Grup Spesial Ortogonal dan 
dinotasikan dengan (3)SO . Selain itu, suatu grup dapat pula dibentuk dari himpunan semua matriks 
spesial uniter berukuran 2 2  yang dilengkapi dengan operasi perkalian matriks biasa yang 
disebutGrup Spesial Uniter dan dinotasikan dengan (2)SU . Di dalam Fisika, (3)SO  dan (2)SU  
masing-masing merupakan representasi dari momentum sudut dan momentum spin elektron [5]. 
Penelitian ini bertujuanuntuk mengkaji secara teori mengenaikaitan dari (2)SU  ke (3)SO  
danmenunjukkan isomorfisma dari (2) / kerSU   ke (3)SO . Untuk mencapai tujuan penelitian, terlebih 
dahulu didefinisikan mengenai (2)SU  dan (3)SO . Selanjutnya dibentuk pemetaan   dari (2)SU  ke 
(3)SO . Kemudian dibuktikan bahwa   adalah homomorfisma surjektif. Langkah selanjutnya adalah 
dibentuk himpunan semua elemen (2)SU  yang dipetakan ke elemen di (3)SO , yang dinotasikan 
dengan ker . Setelah itu dibentuk grup faktor dari (2)SU  oleh ker  yaitu (2) / kerSU  . 
Selanjutnya, dengan menggunakan Teorema Fundamental Homomorfisma, ditunjukkan isomorfisma 
dari (2) / kerSU   ke (3)SO .  






Suatu himpunan tak kosong G  yang dilengkapi dengan operasi biner disebut grup jikabersifat 
asosiatif, terdapat elemen identitas di G  dan setiap elemen di G memiliki invers di G . Beberapa 
contoh grup adalah    
         dan    
        . Grup    
         menyatakan himpunan semua 
matriks berukuran 3 3  atas semua bilangan real yang memiliki nilai determinan1 dan himpunan 
tersebut dilengkapi dengan operasi perkalian matriks biasa. Sedangkan    
         merupakan 
himpunan semua matriks berukuran 2 2  atas semua bilangan kompleks yang memiliki nilai 
determinan1 dan himpunan tersebut dilengkapi dengan operasi perkalian matriks biasa. Untuk 
selanjutnya    
         dan    
         disingkat penulisannya menjadi    
         dan    
        . 
Jika diberikan ( , )G   dan ( ', ')G   adalah sebarang dua grup dan terdapat pemetaan : 'G G   
sedemikian sehingga untuk setiapa,bG berlaku ( ) ( ) ' ( ),a b a b      maka   disebut 
homomorfisma. Dengan kata lain, suatu homomorfisma mengawetkan operasi pada grup. 
Homomorfisma   yang memenuhi sifat bijektif disebut isomorfisma. Jadi, definisi isomorfisma pada 
grup sebagaimana diberikan pada Definisi 1. 
 
Definisi 1 [6]Suatu homomorfisma   dari grup G  ke grup 'G  disebut isomorfisma jika  memenuhi: 
(i) untuk setiap ,a b G  berlaku jika ( ) ( )a b   maka a b  
(ii) untuk setiap 'x G  terdapat paling tidak satu a G  sehingga berlaku ( )a x  . 
Himpunan semua elemen G yang dipetakan ke elemen identitas di 'G melalui homomorfisma  
disebut kernel , yang dinotasikan dengan ker . Sementara itu, himpunan semua elemen 'G yang 
merupakan hasil pemetaan  disebut image, yang dinotasikan dengan [ ]G . Dengan demikian kernel 
merupakan subgrup di G  dan image merupakan subgrup di 'G . Subgrup adalah himpunan bagian dari 
grup yang padanya juga memenuhi syarat terbentuknya suatu grup. Hal ini menunjukkan bahwa 
subgrup dari suatu grup juga merupakan grup. Suatu subgrup yang memiliki himpunan koset kanan 
yang sama dengan himpunan koset kirinya, maka subgrup tersebut dinamakan subgrup normal.  
 
Teorema 2 [6] Diberikan : 'G G  adalah homomorfisma dari G ke 'G . Himpunan ker  merupakan 
subgrup normal dari G . 
 
Misalkan H  subgrup normal dari G , maka untuk setiap g G , koset kanan Hg sama dengan koset 
kiri gH  di G . Himpunan /G H yang didefinisikan dengan / { }G H gH g G 
 
merupakan himpunan 
semua koset dari subgrup normal H di G , maka /G H disebut sebagai grup faktor terhadap operasi 
yang didefinisikan di G . Karena kernel dari suatu homomorfisma   adalah subgrup normal di G , 
maka pada G dapat dibentuk grup faktor yang berhubungan dengan ker , yang dinotasikan dengan
/ kerG  . 
 
Teorema  3 [6] Diberikan H adalah subgrup normal dari G dan didefinisikan suatu pemetaan  dari
G pada grup faktor /G H yaitu ( )g gH  untuk setiap g G , maka  adalah homomorfisma dari G
pada /G H .  Homomorfisma  disebut homomorfisma natural dari G pada /G H . 
 
Isomorfisma grup dapat ditunjukkan dengan Teorema Fundamental Homomorfisma, sebagaimana 
yang diberikan pada Teorema 4. 




Teorema 4 [6] Diberikan , 'G G  adalah grup dan : 'G G  adalah homomorfisma surjektif, 







     Pada penelitian ini dibahas grup dengan anggota-anggotanya berupa matriks-matriks. Untuk itu 
dibahas terlebih dahulu teori mengenai matriks. Matriks yang digunakan pada penelitian ini perlu 
didefinisikan terlebih dahulu. Diberikan U=[uij] adalah matriks persegi dengan elemen bilangan 
kompleks,uij . Konjugat dari matriks kompleksU, dinotasikan  dengan U , adalah matriks yang 
diperolehdengan menentukan konjugat dari
iju . Notasi khusus *U  digunakan untuk suatu transpos 
konjugat dari U . Jika sebarang         memenuhi syarat * *U U UU I  makaU disebut matriks 
uniter. Sementara itu, jika *U U , maka U  disebut matriks hermit. KarenaU merupakan matriks 
persegi, makaU memiliki determinan. Jika U matriks uniter dengan  det 1U  ,U disebut matriks 
spesial uniter. Pada penelitian ini digunakan matriks spesial uniter berukuran 2 2 . Hal ini 
sebagaimana diberikan pada Definisi 5. 
 
Definisi 5[7]Diberikan        . Matriks U  disebut matriks spesial uniter jika memenuhi: 
(i) U U UU I
 
   
(ii) det (U) = 1 
Berdasarkan Definisi 5, diberikan sebarang U adalah anggota dari (     ). KarenaU adalah 
matriks spesial uniter  maka U merupakan anggota dari (  
     ). Karena(  
     ) merupakan grup 
terhadap operasi perkalian matriks, maka dibentuk Teorema 6. 
 
Teorema 6Diberikan (  
     ) adalah  grup terhadap operasi perkalian matriks biasa, maka 
himpunan semua matriks spesial uniter , dinotasikan dengan (2)SU , terhadap operasi perkalian 
matriks biasa merupakan subgrup dari (  
     ). 
Bukti: 
Ambil sebarang dua elemen (2)SU , misalnya 1 2, (2)U U SU  dengan 1 ijU s
    , 2 ijU t
    dan
1 2det( ) det( ) 1U U  , 1 1 2 2U U U U I
   sedemikian sehingga akan dibuktikan bahwa untuk setiap
1 2, (2)U U SU berlaku
1
1 2( ) (2)U U SU
  . Matriks 2 ijU t     memiliki invers yaitu
1
2( ) ijU t
     . 
Karena hasilkali dari bilangan-bilangan kompleks juga merupakan bilangan kompleks, maka 
1
1 2( )U U
  berada di (2)SU . Selanjutnya 1




1 2 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) .U U U U U U U U I
     
 
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa (2)SU  merupakan 
subgrup dari (  
     ) terhadap operasi perkalian matriks. Untuk selanjutnya grup ( (2), )SU 
dinotasikan dengan (2)SU . ■ 
Sebarang (2)U SU  dapat disederhanakan bentuknya mengikuti definisi yang menyertainya. 






   
dengan a, b, c, d   , mudah dilihat bahwa invers 
dari U  adalah 











   
Berdasarkan sifat matriks spesial uniter bahwa *UU I dan det 1U  , maka diperoleh
1*U U  , 
* *
* *
a c d b
b d c a
   
   
   
 
Akibatnya * , * ( ) *a d b c b c      , maka untuk sebarang matriks (2)U SU  secara umum dapat 












det * * 1U aa bb a b     . 
Pada matriks atas bilangan real, jika baris dan kolom suatu matriks dipertukarkan posisinya maka 
akan membentuk suatu matriks baru yang dikenal dengan matriks transpos. Apabila hasil perkalian 
suatu matriks persegi dengan matriks transposnya adalah matriks identitas, maka matriks tersebut 
dinamakan matriks ortogonal. Diberikan        , karena A adalah matriks ortogonal, maka det( )A
memiliki nilai yang sama dengan det( )TA , dengan kata lain 2det( ) (det(A)) 1TAA   . Hal ini 
menunjukkan bahwa A memiliki nilai determinan yaitu 1 atau (-1). Pada penelitian ini digunakan 
matriks ortogonal berukuran 3 3 . Matriks A yang memiliki nilai determinan satu merupakan matriks 
khusus sebagaimana yang diberikan pada Definisi 7. 
 
Definisi 7[7] Diberikan        . Matriks A disebut matriks spesial ortogonal jika  memenuhi 
syarat berikut: 
(i) 
T TA A AA I   
(ii) det( ) 1A   
Berdasarkan Definisi 7, diketahui bahwa A  merupakan anggota dari     . Karena det(A) = 1 
maka A merupakan anggota dari (  
     ). Karena (  
     ) merupakan grup terhadap operasi 
perkalian matriks, maka dapat dibentuk Teorema 8. 
 
Teorema 8 Diberikan (  
     ) adalah grup terhadap operasi perkalian matriks biasa, maka 
himpunan semua matriks spesial ortogonal  terhadap operasi perkalian matriks biasa merupakan 
subgrup dari (  
     ). Himpunan tersebut dinotasikan dengan (3).SO  
Bukti: 
Diambil sebarang dua elemen (3)SO , misalnya 
1 2, (3)A A SO  dengan 1 [ ]ijA a , 2 [ ]ijA b  dan
1 2det( ) det( ) 1A A  , 1 1 2 2
T TA A A A I  sedemikian sehingga akan dibuktikan bahwa untuk setiap 
1 2, (3)A A SO   berlaku
1
1 2
.( ) (3).A A SO

 Karena 
2 [ ]ijA b , maka 
1 1
2( ) [ ]ijA b
  .  Karena hasilkali 
bilangan real juga merupakan bilangan real, maka diperoleh 1
1 2.( )A A
 juga memiliki entri-entri 
berupa bilangan real. Dari sini diperoleh 1
1 2.( )A A
 berada di (3)SO . Selanjutnya 
1
1 2 1 2
det( ( ) ) det( )det( ) 1A A A A

  dan 
1 1 1 1
1 2 1 2 2 1 1 2
( ( ) ) ( ( ) ) (( ) ) ( )
T T T
A A A A A A A A I
   




( ( ) ) (3)A A SO

 . Dengan demikian maka dapat disimpulkan terbukti bahwa ( (3), )SO   
merupakan subgrup dari    
        . ■ 
 





ISOMORFISMA DARI (2) / kerSU   KE (3)SO  
Didefinisikan suatu pemetaan 
 
dari (2)SU  ke (3)SO sebagai berikut [8]: 
                        
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2
Re( ) ( ) 2Re( )
( ) Im( ) Re( ) 2Im( ) (2)
* *
2Re( *) 2Im( *)
a b Im a b ab
a b
U U a b a b ab
b a
ab ab a b

   
  
      
     
 
Untuk membuktikan bahwa   merupakan suatu pemetaan yang tertutup, maka diambil sebarang
(2)U SU , akan dibuktikan bahwa ( )U R  , untuk (3)R SO . Matriks U  memiliki entri-entri 
berupa bilangan kompleks yaitu sebarang a, b    . Selanjutnya, dari sebarang a, b     dapat dibentuk 
suatu matriks 3 3  sebagaimana didefinisikan pada (2), misalkan R . Hal ini menunjukkan bahwa 
untuk setiap (2)U SU  memiliki peta yaitu ( )U R  . Dari [8] diketahui bahwa R  adalah matriks 
spesial ortogonal.Dengan kata lain R  merupakan elemen di (3)SO . Sehingga dapat disimpulkan 
bahwa   merupakan suatu pemetaan yang tertutup karena untuk setiap (2)U SU  terdapat ( )U R 
sedemikian sehingga ( ) (3)U R SO   . 
Selanjutnya perlu dibuktikan juga bahwa pemetaan   terdefinisi dengan baik. Untuk itu diambil 
1 2, (2)U U SU , akan dibuktikan bahwa jika 1 2U U  maka 1 2( ) ( )U U  .Berdasarkan sifat tertutup 
dari pemetaan   maka untuk sebarang 1U dan 2U terdapat 1( )U dan 2( )U . Karena  1 2U U  , maka 
setiap entri di 1U  sama dengan entri di 2U . Hal ini berakibat    1 2U U   maka terbukti bahwa   
adalah suatu pemetaan yang terdefinisi dengan baik. 
Pemetaan  merupakan suatu  homomorfisma surjektif.  Hal ini dapat dibuktikan dengan diambil 
sebarang
1 2
(2)U U SU , maka diperoleh
1 2 1 2
( ) ( ) ( )U U U U    [8], [9].Hal ini menunjukkan bahwa 
  merupakan suatu homomorfisma. Selanjutnya, dibuktikan bahwa   merupakan pemetaan yang 
surjektif. Untuk itu diambil sebarang RSO(3), dari [8] diketahui bahwa R dapat didefinisikan sebagai 
berikut 
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2
Re( ) ( ) 2Re( )
Im( ) Re( ) 2 Im( )
2Re( *) 2 Im( *)
(3)
a b Im a b ab
R a b a b ab
ab ab a b
  








Dari sini dapat dilihat bahwa setiap entri dari R  dapat dibentuk dari sebarang dua bilangan kompleks, 
misalnya a,b. Sedemikian sehingga dapat dibentuk suatu matriks persegi 2 2  dengan entrinya dari 
a,buntuk setiap a,b   . Sedemikian rupa sehingga matriks tersebut adalah matriks uniter U, yaitu U 
SU(2). Hal ini menunjukkan bahwa untuk setiapRSO(3) merupakan prapeta dari setiap U  SU(2). 
Sehingga   merupakan pemetaan yang surjektif. 
Selanjutnya dicari kernel dari  .  
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Dari sini dapat disimpulkan bahwa kernel dari adalah ker { , }I I   . Himpunan ker  merupakan 
subgrup normal dari (2)SU , maka berdasarkan Teorema 3, dapat dibentuk grup faktor dari (2)SU
oleh ker  yaitu (2) / kerSU  . Dari sini dibentuk suatu pemetaan dari (2)SU  ke (2) / kerSU  yang 
didefinisikan 
( ) (ker )U U                                                              (4) 
dengan (ker ) (2) / kerU SU  . Berdasarkan Teorema 3 juga, maka   merupakan suatu 
homomorfisma natural. 
Pemetaan : (2) (3)SU SO    dan : (2) (2) / kerSU SU    sebagaimana yang masing-masing 








Gambar 1. Hubungan pemetaan   dan   
 
Berdasarkan Gambar 1, diketahui bahwa dapat dibentuk suatu pemetaan  dari (2) / kerSU  ke 
(3)SO . Dari sini dapat dilihat bahwa pemetaan   merupakan komposisi dari pemetaan  dan  , 
sedemikian sehingga 
   . 
Dengan demikian, karena   merupakan homomorfisma surjektif, maka dapat diuraikan sebagai 
berikut 
( ) ( (ker ))















(2) / kerSU 






Pemetaan   adalah suatu homomorfisma surjektif, dengan kernelnya adalah ker  dan  
merupakan homomorfisma natural.Selain itu, dapat pula dibentuk suatu pemetaan   sebagaimana 
dapat dilihat pada Gambar 1. Berdasarkan Teorema 4, dapat disimpulkan bahwa pemetaan  yang 
memetakan setiap elemen (2) / kerSU   ke (3)SO sebagaimana yang didefinisikan pada (5) 
merupakan suatuisomorfisma grup. Dengan kata lain terdapat isomorfisma dari (2) / kerSU  ke 
(3)SO .  
 
PENUTUP  
Sebarang matriks         disebut sebagai matriks spesial ortogonal jika 
T T
AA A A I   dan  
det( ) 1A  . Himpunan semua matriks spesial ortogonal dapat membentuk grup terhadap operasi 
perkalian matriks biasa yang disebut sebagai Grup Spesial Ortogonal dan dinotasikan dengan (3)SO . 
Selanjutnya, sebarang matriks        disebut matriks spesial uniter jikaU U UU I
    dan det 
(U) = 1. Himpunan semua matriks spesial uniter membentuk sebuah grup terhadap operasi perkalian 
matriks biasa disebut Grup Spesial Uniter, yang dinotasikan dengan (2)SU . 
Terdapat suatu pemetaan  dari (2)SU  ke (3)SO yang didefinisikan sebagai berikut 
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2
Re( ) ( ) 2Re( )
( ) Im( ) Re( ) 2Im( )
* *
2Re( *) 2Im( *)
a b Im a b ab
a b
U U a b a b ab
b a
ab ab a b

   
  
      
     
. 
Pemetaan   merupakan suatu homomorfisma surjektif. Kernel dari   adalah ker { , }I I   . 
Himpunan ker  merupakan subgrup normal dari (2)SU . Grup faktor dapat dibentuk dari ker  di 
(2)SU , yaitu grup faktor (2)SU oleh ker  yang dinotasikan dengan (2) / kerSU  . Selain itu dapat 
dibentuk homomorfismanatural   dari (2)SU  ke (2) / kerSU   yang didefinisikan oleh 
( ) (ker )U U  . 
dengan (2)U SU  dan (ker ) (2) / kerU SU  . Dengan menggunakan Teorema Fundamental 
Homomorfisma, dapat ditunjukkan bahwa terdapat isomorfisma dari (2) / kerSU   ke (3)SO ,yaitu 
: (2) / ker (3)SU SO   yang didefinisikan yaitu  
( (ker )) .U R    
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